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〔注意〕＊合図があるまでこのページをめくらないこと.

1. 解答用紙が 3枚配られていることを確認せよ. そうでない場合は挙手して試験監

督者に伝えよ.

2. 配られたすべての解答用紙の左上に受験番号を記入せよ.

3. 解答はすべて解答用紙に記入し, 問題ごとに解答用紙 1枚を使用せよ.

4. 線形代数の問題 ([1], [2]) から 1題, 微分積分の問題 ([3], [4]) から 1題, 専門

科目の問題 ([5]∼[9]) から 1題の, 計 3題を選んで解答せよ.

5. 質問がある場合は挙手して試験監督者に伝えよ.
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線形代数

[1] 実数 tに対して次の行列を考える.

A =

1 1 4

0 t+ 2 t− 8

0 −5 5


(i) Aの行列式とAの階数を求めよ.

(ii) Aの全ての固有値を決定せよ.

(iii) Aが対角化可能となる tの値を全て求めよ.

(iv) Aが対角化可能となる t に対し, P−1AP が対角行列となるような正則行列 P と, その
ときの P−1AP を求めよ.

[2] m, n を非負の整数とする. 線形写像 f : Rm → Rnと g : Rn → Rmの合成写像 g ◦ f が

g ◦ f(x) = x, ∀x ∈ Rm

を満たすとする．また p = f ◦ g とおき, 線型写像 q : Rn → Rn を q(y) = y − p(y) で定義す
る. このとき以下の問に答えよ．

(i) m ≤ nであることを示せ．またm = nのときは f は線形同型写像となることを示せ．

(ii) p ◦ p = pが成り立つことを示せ．

(iii) 任意の y ∈ Rnは
y = z + w, z ∈ Im p, w ∈ Im q

とただ一通りに表されることを示せ．
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微分積分

[3] {an}n=1,2,3,... を正の実数列とする.

(i) x > 0 ならば log(1 + x) < x であることを示せ.

(ii)

∞∑
n=1

an が収束するならば
∞∑
n=1

log(1 + an) は収束することを示せ.

(iii) lim
x→0

log(1 + x)

x
を求めよ.

(iv)

∞∑
n=1

log(1 + an) が収束するならば
∞∑
n=1

an は収束することを示せ.

(v) lim
n→∞

cosh 1 · cosh 1

2
· · · cosh 1

n
は収束することを示せ. ただし coshx =

ex + e−x

2
である.

(ヒント : (ii) を利用するとよい.)

[4] {an}n=1,2,3,... を正の実数列とし, ある 0 < δ < 1に対し, すべての nについて an ≤ δが成
り立つとする．[0, 1] 上の関数列AnとBnを

A0 = 1, A1 = 1 + a1x, B0 = 1, B1 = 1An = An−1 + anxAn−2

Bn = Bn−1 + anxBn−2

, n ≥ 2

と定め,

fn(x) =
An

Bn
.

とする．n = 1, 2, 3, . . . について, 以下の問に答えよ．

(i) AnとBnはすべての係数が正となる xの実数係数の多項式となり

An(0) = Bn(0) = 1, AnBn−1 −BnAn−1 = (−1)n−1a1 · · · anxn

が成り立つことを示せ．

(ii) fnは [0, 1]における連続関数で

fn(0) = 1, fn(x) > 0, x ∈ [0, 1]

となることを示せ．

(iii)

fn+1(x)− fn(x) =
(−1)na1 · · · an+1x

n+1

BnBn+1
.

が成り立つことを示せ．
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(iv) すべての x ∈ [0, 1]について
Bn(x) ≥ 1.

が成り立つことを示せ．

(v) 関数列 {fn}nは [0, 1]上定義された, ある連続関数 f に一様収束することを示し, 右極限

lim
x→+0

f(x)

を求めよ.
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専門科目

[5] ζn = e2πi/nを 1の原始 n乗根とし, ζ = ζ24とする.

(i) 拡大次数 [Q(ζ) : Q]を決定せよ.

(ii) ζ6, ζ3, ζ2, ζ2 + ζ−2 と ζ3 + ζ−3 を整数および整数の平方根の加減剰余だけで表せ.

(iii) ζ を ζ3と ζ8で表せ. また, ある整数 a, b, cにより Q(ζ) = Q(
√
a,
√
b,
√
c) と書けること

を示せ.

(iv) 群の同型写像
f : (Z/24Z)× → Gal(Q(ζ)/Q), r 7→ (ζ 7→ ζr)

により (Z/24Z)× と Gal(Q(ζ)/Q) を同一視する. この同一視のもとでGal(Q(ζ)/Q)の
位数 4の部分群を全て求めよ.

(v) (iv)の部分群に対応する 2次拡大M/Qを求めよ.

[6] (i) 環R 6= {0}に対して次を示せ:

任意の x ∈ Rに対して x2 = xが成り立つとき, Rの標数は 2であり, Rは可換環である．

(ii) pを素数とする.

R =

{(
a b

pb a

)∣∣∣∣∣a, b ∈ Z

}
は行列の和と積について環となる．このとき, R と Z[

√
p] は環として同型であることを

示せ.

(iii) 多項式 fn(x) = x3 + nx + 2 ∈ Z[x]が既約となるような nを求めよ. また既約でない場
合の n について fn(x) を既約因子に分解せよ.

[7] 0 < ε < 1, R > 1 とし,

C1 = {x | ε ≤ x ≤ R}, C2 = {Reiθ | 0 ≤ θ ≤ π

3
},

C3 = {tei
π
3 | ε ≤ t ≤ R}, C4 = {εeiθ | 0 ≤ θ ≤ π

3
}.

とおく. 各 Cj (j = 1, 2, 3, 4) の向きは下の図の矢印の方向とし, C1, C2, C3, C4 からなる複素
平面上の閉曲線を CR,ε とする. また

f(z) =
Log z

1 + z6

とおく. ただし z = reiθ ∈ C \ (−∞, 0] (r > 0, −π < θ < π) に対して Log z = log r + iθ と
する.

(i) CR,ε の内部における f(z) の全ての極と, その点での留数を求めよ.
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(ii)

∫
CR,ε

f(z)dz を求めよ.

(iii) lim
R→∞

∫
C2

f(z)dz, および lim
ε→0

∫
C4

f(z)dz を求めよ.

(iv)

∫ ∞

0

log x

1 + x6
dx を求めよ. (ヒント: e−πi/3

∫
CR,ε

f(z)dz を利用するとよい.)

C1

C3 C2

C4

ε RO

[8] X を距離空間とし, dX をその距離関数とする．写像 f : Y → X が与えられているとき,

Y × Y 上の関数 dY を

dY (y1, y2) = dX(f(y1), f(y2)), (y1, y2) ∈ Y × Y

と定める．このとき以下の問に答えよ．

(i) f が単射であるとき, dY は Y 上の距離関数となることを示せ．

(ii) (i) のとき, f は距離 dY と dX により連続写像となることを示せ．

(iii) f が単射であることを仮定しないとき, dY は Y 上の距離関数となるか．dY が Y 上の距
離関数となるときはその理由を述べよ．そうでないときは dY が距離関数とならない f

の例を挙げよ．

[9] 以下の図で同じ種類の矢印どうしが重なるように長方形の辺を貼り合わせて作られる図形
を P とする（P は実射影平面とよばれる）．

v1

v4v3

v2
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このとき以下の問いに答えよ．

(i) 頂点 v1, v2, v3, v4 のうち, 貼り合わせたときに重なる頂点を決定せよ.

(ii) P のオイラー数 χ(P )を求めよ．

(iii) P の実数係数のホモロジー群Hi(P,R) (i = 0, 1, 2) の次元を求めよ．

(iv) P の Z/2Z係数のホモロジー群Hi(P,Z/2Z) (i = 0, 1, 2) の次元を求めよ.
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